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2023. aprilis 21.

11. évfolyam

. Egy datumot nevezziink kilonlegesnek, ha a négyjegyt évszambol és a két-két szamjegybsl
allo honap és nap sorszamabol alkotott nyolcjegyi szam jegyei kiilonbozok. (Példaul a
mai datum nem kiilonleges, mert a 20230421 szamnak vannak azonos szdmjegyei.)

(a) A mai naphoz viszonyitva mikor volt a legutobbi, és mikor lesz a legkozelebbi kii-
16nleges datum?

(b) Hany kiilonleges datum volt az 1900-as években (1900.01.01. — 1999.12.31.)7

(Kdrdsz Péter, Budapest)

. Létezik olyan f(x) = az?® + bxr + ¢ alaki méasodfoku fiiggvény, amelyre f(0) = 2023,
f(2023) = 0 és f(2") oszthato 3-mal minden természetes n szam esetén?

(Pintér Ferenc, Nagykanizsa)

. Oldja meg az

22 + 40461 - sin(%) 4920232 = 0

egyenletet a valos szamparok halmazan.
(Péics Hajnalka, Szabadka)

. Két kor a BC egyenest a B és C' pontban érinti, egymést az A és az O pontban metszi.
Az AO és BC' egyenesek metszéspontja D. Hatéarozza meg az % aranyt, ha AB = 6,
AC =5, BC = 4 egység.

(Pintér Ferenc, Nagykanizsa)

. Adott a sikban 2023 pont gy, hogy minden pontnégyesbdl ki lehet valasztani harmat,
amelyek paronkénti tavolsdga nem nagyobb, mint 1 egység. Bizonyitsa be, hogy létezik
olyan 1 egység sugaru korlap, amely legalabb 1012 pontot tartalmaz a megadott 2023

pontbol.
(Bdlint Béla, Zsolna)

. Az ABC haromszog C' csticsabol induld szogfelez6 az R pontban metszi a haromszog
koriilirt korét. Jelolje K az AC, L a BC oldal felez6pontjat. Az AC' és a BC' oldalak
felez&merdlegesei a C'R-et a P és a () pontokban metszik. Mutassa meg, hogy az RPK

és az RQ L haromszogek teriilete egyenld.
(Cseh versenyfeladat)



Megoldasok

1. Jeloljiik a datumot ejeseseshihonino-vel, ahol e; az évszam, h; a honap, n; a nap szam-
jegyei.

(a) Ebben a szédzadban nem volt kiilonleges datum. Az évszam elss két jegye ejes = 20.
Az e; = 0 miatt a honap nem lehet 01-t6] 10-ig semmi, 11 6nmagat zarja ki, 12
pedig e; = 2 miatt nem lehetséges.

A legutobbi kiilonleges datumot az 1900-as években kell keresni. A legkésGbbi év
1987 lehet, azon beliil a legutols6 alkalmas honap 06 (07-12 az évszam miatt nem
lehet), mig a nap 25 (31, 29, 28, 27 az évszam miatt, 30 és 26 a honap miatt nem
lehet). Az 1987.06.25. datum megfelel a feltételeknek.

A legkozelebbi kiilonleges datum esetén e; = 2. A honap nem lehet 11, 12, tehat a 0
a honap valamelyik szamjegye. Ha hy = 0, azaz hihy = 10, akkor n; csak 3 lehetne,
de ehhez sem 0, sem 1 nem megfelel6 ny, mas lehetdség pedig nincs. Igy hy = 0.
Mivel a 2 és a 0 foglalt, ny csak 1 vagy 3 lehet, utébbi esetben egytttal niny = 31.

Ha ejey = 21, akkor ny = 3, és nincs megfelels ns.
Ha eje; = 23, akkor n; = 1. A legkorabbi év 2345 lehet, ezen beliil a legkorabbi
honap 06, és végiil a legkorabbi nap 17. A 2345.06.17. megfelel a feltételeknek.

(b) Ebben az esetben ejey = 19, e; miatt csak h; = 0 lehet. A nap sorszama igy nem
lehet 30 és 31, tehat ny = 2. Az eddig nem rogzitett es, ey, ha, no lehetséges értéke
3,4, 5, 6, 7 és 8 lehet. Ezek barmely variacioban létezé datumot generdlnak. A
kiilénleges datumok szama az 1900-as években 6 -5 -4 - 3 = 360 volt.

2. Mivel f(0) = 2023, ezért ¢ = 2023.

Az f(2023) = a - 2023% + b - 2023 4 2023 = 2023 (2023a + b+ 1) = 0 egyenletbdl lathato,
hogy a = —1 és b = 2022 esetben, azaz az f(x) = —x? + 2022z + 2023 fiiggvény teljesiti
az elsé két feltételt.

Belatjuk, hogy az oszthatoségi feltétel is teljesiil. Ehhez felhasznéljuk azt az ismert
oszthatosagi szabélyt, hogy ha egy egész szam nem oszthatoé 3-mal, akkor a négyzete 3-
mal osztva mindig 1 maradékot ad. Feladatunkban z = 2" nem oszthat6 3-mal, ezért 2
1-et ad 3-mal osztva, igy a —2? + 1 mindig oszthaté 3-mal.

Vegyiik észre, hogy 2022 is oszthatoé 3-mal, igy az
f(z) = —2% + 20222 + 2023 = —x* + 1 + 20222 + 2022

is oszthatoé 3-mal.

3. 1. megoldas: Tudjuk, hogy egy valds szam szinusza —1 és +1 kozott vehet fel értékeket,
ezért fejezziik ki az egyenletbdl sin(%)—t. Mivel x = 0 lathatéan nem megoldas, ez
minden tovabbi nélkiil megtehets:

) ( Ty ) 2% + 20232
sin ==
40462



igy a mondottak szerint teljesiilni kell a kévetkez§ feltételnek:

z? 4 20232
40462

Utobbi teljestilését két esetben vizsgaljuk:

(a) = > 0 esetén —4046x < —2% —2023% < 4046z, amely két egyenlStlenséget tartalmaz.
Rendezés utéan:

2% — 40462 + 20232

< és  a? 4+ 4046z + 20232
(z —2023)° <

0 >0, azaz
0 és (z +2023)* > 0

egyidében kell hogy teljesiiljon, amely egyenlétlenségrendszer megoldasa x; = 2023.

(b) = < 0 esetén hasonlé a szamolés, csak a relacio iranya megvéltozik:
(x—2023)> >0 & (z+2023)° <0,
amely egyenl6tlenségrendszer megoldasa xy = —2023.
r1 = 2023 esetén sin 7y; = —1, ahonnan 7y, = —7 + 2k7, vagyis y1 = —1; + %7”, ke Z.

o = —2023 esetén sin(—T7y,) = 1, ahonnan y, = — L — =%k € Z.

2. megoldas: Rendezziik az egyenletet az 1. megoldasnal latottak szerint:

( Ty ) x2 + 20232
sin =
172 40432

Ekkor az alabbi atalakitasban % és 2&2'3 pozitiv szamokra alkalmazva a szamtani-mértani

kézepek kozotti Osszefliggést (vagy az |a| + ﬁ > 2 Osszefiiggést):

‘ < Ty ) ’ x? + 20232
sin = |—
172 4046x

_ 2242028 1/ |a| | 2023)
4046 |z 2\2023 |7

=] 2023
=1
2023 |z| =Vi=

A szinusz fliggvény értékkészletét tekintve csak az egyenlGség fennallasa esetén van az
egyenletnek megoldésa. Egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha

| 2023

1 h = 2023.
5093 ER azaz ha |z

A tovabbi lépések az 1. megoldéassal megegyez&en tehet6k meg.

. Az A és O pontok elhelyezkedése miatt (elvileg) két elhelyezés van (1. és 2. abra).

Viszont mindkét elhelyezkedés esetén felirhatjuk a D pont korre vonatkoz6 hatvanyat,
ami ugyanaz:

DB? = DO-DA=DC? azaz BD=DC =2. (1)
Ezért az ABC haromszogben az AD sulyvonal. Alkalmazzuk a ,sulyvonal” képletet:

V2(AB? + AC?) — BC?* /106
2 2

AD =



@)
B p C
1. 4bra.
@)
A
B p C
2. &bra.

Mivel AD > 2 = BD, ezért (1) miatt a 2. abra szerinti elhelyezkedés nem lehetséges.

Az 1. abra szerinti esetben

BD? 8
OD = = —,

AD 106

V 4
AO =AD - 0D = 106 _ 8 = > , ezért
2 V106 /106

AO 45
OD 8

5. El6szor a feltételbsl egy masik allitast, észrevételt igazolunk.

Allitas: Ha minden pontnégyesbdl ki lehet valasztani harmat, amelyek paronkénti ta-
volsaga nem nagyobb, mint 1, akkor minden pontharmasbdl ki lehet valasztani kettét,

amelyek tavolsaga nem nagyobb, mint 1.

Tegyiik fel, hogy az allitasunk nem igaz, tehat létezik harom olyan pont, pl. X, Y, Z,
amelyek paronkénti tavolsaga nagyobb, mint 1. Ha az X, Y, Z pontokhoz felvesziink
egy tetszbleges U pontot, akkor az X, Y, Z, U pontnégyesbdl nem valaszthatd ki harom



pont, amelyek péaronkénti tévolsdga nem nagyobb, mint 1 (mert az X, Y, Z pontok
koziil legalabb kett6 marad). Ezzel az allitasunkat bebizonyitottuk, tehat érvényes, hogy
minden pontharmasbol ki lehet valasztani két pontot, amelyek tavolsdga nem nagyobb,
mint 1.

Legyen A az adott 2023 pont barmelyike. Ha az A kézéppontt ki(A;1) egységsugari
korlap tartalmaz legalabb 1012 pontot, akkor az allitas be van bizonyitva. Legyen tehat
ebben a koérlapban maximalisan 1011 pont. Ekkor az adott pontok kozott biztosan 1étezik
olyan B pont, amelyre AB > 1. Most viszont a ky(B;1) korlap tartalmaz legalabb
1012 pontot. Ellenkez& esetben ugyanis 1étezne az adott 2023 pont kozott olyan, a két
korlemezen kiviili C' pont, amelyre CB > 1 és CA > 1, ami ellentmond az &llitasban
megfogalmazottnak.

Tehat létezik olyan 1 sugart korlap, amely legalabb 1012 pontot tartalmaz az adott 2023
pontbol.

. Ha P = @, akkor ez azt jelenti, hogy ebben a pontban metszi egymast az AC és a
BC' oldal felezémerdlegese, azaz e kozos pont egyben a haromszog koré irt korének a
kézéppontja is (P = @ = O), igy a CR szogfelez6 merdleges az AB oldalra. Ekkor az
RPK és az RQ)L haromszogek teriilete szimmetria okokbol egyenld.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy P # ). Ekkor a PK és az L(@) egyenesek metszés-
pontja a héromszog koriilirt kérének kozéppontja, O.

R

3. 4bra.

A CLQ és a CK P derékszogli haromszogek, és a C' cstcsnél 16v6 szogiik is egyenld, tehét
a két haromszog hasonlo, ezért

cQ QL
cP  PK’
Masrészt az O PQ haromszog egyenld szarta, mert K PC<t = CQL< = OQP<«.

azaz PK-CQ =QL-CP.

b}



Ebbdl kévetkezik, hogy a kor O kozéppontjabol a C R-re huzott merdleges M talppontja
nem csak a C'R hart, hanem a P(Q) szakaszt is felezi. Ezért igazak a kdvetkezd egyenlGsé-
gek:

CP=QR, CQ = PR.

Jelolje a két kérdéses tertiletet Tpri és Torr, és irjuk fel a két kérdéses tertilet ardnyat:

Tprx  PK-PR-smRPK< PK-CQ-sinCPK<

Torr, QL-QR-sinRQLx  QL-CP-snCQL1

Ezzel belattuk, hogy a két teriilet valoban egyenld.



