XXIX. Nemzetkozi Magyar Matematikaverseny
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10. évfolyam

. Egy dobozban 25 goly6 van, kozottiik ugyanannyi piros van, mint kék, és van valamennyi
z0ld goly6 is. Legalabb 21-et kell kivenni ahhoz, hogy biztosan legyen a kivettek kozott

mindharom szinbgl. Hény z6ld golyd van a dobozban?
(Katz Sandor, Bonyhdd)

. Az ABC egységoldali szabéalyos haromszognek vegyiik fel mindhérom oldalan mindkét
harmadolopontjat. Legyenek ezek az A csucstol indulva pozitiv forgasiranyban haladva
P,Q,R,S, T, V. Tekintsiik a PRT és a QSV haromszogek kozos részét. Milyen sikidom

ez? Mekkora a teriilete?
(Schmidt Edit, Budapest)

. Hany kiilonb6z6 modon irhaté fel 2020, mint egymést kdvetd pozitiv egészek Osszege?
Adja meg az 6sszegeket.

(Péics Hajnalka, Szabadka és Schmidt Edit, Budapest)

. Oldja meg az
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2T
2 + y?

9
Ty _,
x2 492

egyenletrendszert a valos szamok halmazan. )
(Fedorszki Addm, Beregszdisz)

. Bizonyitsa be, hogy barmilyen moédon helyeziink el 2023 pontot egy 241 x 241-es négy-
zetben, ebbdl egy 200 x 200-as négyzettel mindig le lehet fedni legalabb 675 pontot.

(Bdlint Béla, Zsolna)

. Az ABC hegyesszogi haromszog C' csticsabodl induld magasséig talppontja az AB oldalon
legyen E. Tiikrozze az E pontot az AC és a BC' oldalakra, a tiikorképek legyenek
rendre F' és G. Az F, C' és G pontok koré irt kérének az AC' oldalegyenessel vett mésik
metszéspontja legyen P.

(a) Bizonyitsa be, hogy a P, E és G pontok egy egyenesre illeszkednek.

(b) Legyen a D pont a B csucsbol induld magassag talppontja, a kor kézéppontja K.
Bizonyitsa be, hogy a DFE egyenes merdleges a PK egyenesre.

(Nemecsko Istvin, Budapest)



Megoldasok

1. 1. megoldas: Az alabbi tablazatban osszefoglaljuk a piros, a kék, a zdld golyok le-
hetséges darabszamat, illetve meghatarozzuk a feladat feltételének megfelel6 minimaélis
darabszamot.
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Lathato, hogy ha legalabb 21-et kell kivenni, akkor a zold golyok szama 15 vagy 5.

2. megoldas: Ha legalabb 21-et kell kivenni, akkor 20 kivett golyénal még a maradék 5
goly6 lehet azonos szind. Ezért vagy 5 zdld, 10 piros, 10 kék; vagy 5 piros, 5 kék, 15 zold
goly6 van.

2. Mindkét haromszog szabélyos, a kozéppontjuk megegyezik az eredeti haromszog kozép-
pontjaval. Ezen koézéppont koril a PRT haromszognek 60°-os elforgatottja a QQ.SV ha-
romszog. Ebbdl kdvetkezik, hogy a metszetiik egy szabalyos hatszog.
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A PBR héaromszog szogei 30, 60 90 fokosak, igy PR = \/T§7 ennek harmada lesz a hatszog
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oldalhossza. Igy annak teriilete 6 - \/Tg . <%§> = ‘1/—83 teriiletegység.

3. 1. megoldas: A keresett Osszeg tagjai 1 kiilonbségl szdmtani sorozatot alkotnak. A
szamsorozat felirhatoé, mint a, a + 1, a + 2, ..., a + n — 1. Ezeknek a szamoknak az

Osszegére teljesiil, hogy
n(2a+n—1)

2
Rendezve a fenti egyenlséget adodik, hogy

= 2020.

n(2a+n—1)=2%-5-101.



Mivel 2a +n — 1 > n és a két szam paritasa kilonbozik, ezért ezeknek a feltételeknek a
jobb oldalon szerepld széam kovetkezs felbontésai felelnek meg:

1-4040, 5-808, 8-505, 40-101.

1. eset: 2a+n — 1 = 4040 és n = 1. A megoldas a = 2020, n = 1, illetve a trivialis
sorozat: 2020.

2. eset: 2a+n—1=2808 és n = 5. A megoldas a = 402, n = 5, illetve a sorozat: 402,
403, 404, 405, 406.

3. eset: 2a+n—1=>505¢é n =28 A megoldis a = 249, n = 8§, illetve a sorozat: 249,
250, 251, 252, 253, 254, 255, 256.

4. eset: 2a+n—1 =101 és n = 40. A megoldas a = 31, n = 40, illetve a sorozat: 31,
32,33, 34, ..., 68, 69, 70.

2. megoldas: Ha paratlan sok (2k + 1) tag van, akkor legyen a kozéps6 tag (azaz az
atlaguk) m, az Osszeg (m — k) + ---+m+--- + (m+k) = m(2k +1) = 2020. Tehat
2k 4+ 1 osztoja 2020-nak. A péaratlan osztok: 1, 5, 101, 505; a megfelels m értékek: 2020,
404, 20, 4. A harmadik és a negyedik esetben nem kapunk megoldést, mert a tagok kozt
negativak is lennének.

Ha paros sok tag van, akkor az atlaguk m = n + %, ahol n egész, az Gsszeg (m —k+ %) +
ot (m=YH+m+)+ o+ (mtk—1) =k 2m=k(2n+1) = 2020. Igy 2n + 1
lehet 1, 5, 101, 505, azaz m lehet 0,5, 2,5, 50,5 és 252,5. Csak a harmadik és a negyedik
eset ad megoldast.

Az 6sszegek: 2020 = 2020 (mint egytagu Osszeg), 2020 = 402 + 403 + 404 + 405 + 406,
2020 = 249+ 250+ 251+ 252+ 253+ 254+ 255+ 256 és 2020 = 31+ - -+50451+---+70.

. 1. megoldas: Konnyen észrevehetd, hogy ha x = 0, akkor y = 1 megoldéas, tovabba y = 0
nem ad megoldast. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy sem x, sem y nem 0. Szorozzuk meg
az elsé egyenletet y-nal, a masodikat z-szel és adjuk Ossze:

ry+ 2y +22* —xy
% 4 y? B

2zy + 2y,
azaz 2ry + 2 = 2y, atalakitva y (1 —x) = 1. Mivel x = 1 ellentmondésra vezet, y
kifejezhets y = ﬁ formaban. Beirva a masodik egyenletbe, majd rendezve:

l—z
)

1 (1—2)2x(1 —x)—1]
= 2(1-af+1

1-2)" (2" +20 22— 1) +1=0
—(1-2)'+1=0.

Tehat 1 —x = 1 vagy 1 —x = —1, azaz v1 = 0, 19 = 2, ezekhez y; = 1, yo = —1.
Az 1 = 0, y; = 1 megoldast itt ki kell zarnunk, mert feltettiik, hogy = # 0, de ezt a
megoldést a legels6 észrevétel megtételekor més titon megtaléltuk.
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Igy egyenletrendszeriink megoldésai : (0;1) és (2; —1).

2. megoldas: A masodik egyenletet szorozzuk meg ¢ = v/ —1-gyel és adjuk Gket Ossze,

majd rendezziik:
T+ 2y + 2x1 — yi

72+ 92
x —yi+ 2i(z — yi)
(@ +yi) (x — yi)
Legyen z = x4 yi és egyszertsitsiink: z+ # = 2, illetve 2% — 22+ 1+2i = 0. Megoldva:

2+ \/4—-4(1+2 2+ 221
212 = 2(+2)= 5 Zzlj:\/(l—i)Qzlj:(l—i),

T+ y+

=2,

T+ Yy + =2.

vagyis z; =i, 2o = 2 — i. Az egyenletrendszer megoldasai tehat (0;1) és (2; —1).

. Megmutatjuk, hogy az egész 241 x 241-es négyzetet le lehet fedni 3 darab 200 x 200-as
négyzettel. Egy ilyen lehetséges lefedés lathato a 2. abran.
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2. 4bra.

Legyen ABCD az adott 241 x 241-es négyzet. Az AC' atlot az A ponttol 200 egység
tavolsadgra 1évé E pontban derékszogben metszi egy t egyenes, ennek metszéspontjai a
BC illetve a C'D oldalakkal legyenek K illetve L. Az AEK B négyszoget lefedjiik egy
200 x 200-as négyzettel (ennek egyik oldala AE). Ennek a 200 x 200-as négyzetnek a
tiikorképével lefedjiik az AELD négyszoget. Azt kell megmutatnunk, hogy B és D belsd
pontok. Ehhez elég bizonyitani, hogy a 241 x 241-es négyzet atlojanak fele révidebb, mint
200.

Szamoljunk: M < 200, 241v/2 < 400, négyzete 58 081 - 2 = 116 162 < 160 000, tehat B
és D belst pontok.



6.

A harmadik, PQ RS négyzetet helyezziik el ugy, hogy atloi az AC' illetve az LK szaka-
szokra illeszkedjenek, ez lefedi az eddig lefedetleniil maradt LK C haromszoget. Ehhez
elegendd megmutatni, hogy FQ > EL = EC, 100v/2 > 2411/2 — 200, azaz 200 > 141+/2.
Mivel 40000 > 19881 - 2 = 39762, ez teljestil. (Az abra a szemléltetés kedvéért kissé
torzitott. A szamitasbol latszik, hogy a kiilonbség valojaban sokkal kisebb, a harmadik
négyzet éppen csak lefedi az LK C haromszoget.)

Az igy elhelyezett hdrom négyzet valamelyike biztosan tartalmaz legalabb 675 pontot,
mivel 2023 =3-674 + 1.

(Megjegyzés: A harmadik négyzetet elhelyezhetjiik ugy is, hogy R = C egybeesik. Ekkor
a bizonyitandé allitas, hogy RS > CL vagy RQ) > C'K, amely a fentiekkel analég moédon
igazolhato.)

(a) A tiikrozés miatt CF = CE = CG, ezért a megfelels ivekre is igaz, hogy CF = CG.
Azonos ivekhez tartozo kertileti szogek egyenléségébsl CPG<t = CPF<.

A tiikkrozés miatt PE = PF, ezért az F'PE haromszog egyenl$ szart, szimmetria-
tengelye a C'P egyenes, igy CPE< = CPF<. Mivel CPE< = CPG<, ezért P, E
és G egy egyenesre esnek.

C

3. abra.

(b) ACE<q = FCP< = 90° — a, FKP< = 180° — 2a, mert az FP ivhez tartozo
kozépponti szog. Az FK P haromszog egyenld szarta és szarszoge 180° — 2q, ezért
FPK< = qa.

A tiikrozés miatt CF = CE = CG, ezért FCG haromszog egyenls szari és széarszoge

27y, ezért CGF< = 90° — v, valamint azonos ivhez tartozé keriileti szogek lévén
CPF<=CGF<=90°—~. Ebb8l DPK<=a —(90°—~v) = a+ v — 90°.
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Az ADE< = 8, mert EDCB hurnégyszog (F és D is illeszkedik a BC' oldal, mint
atmeérs folé szerkesztett Thalész-korre). Ezt felhasznalva PDE<+ DPK< = a +
B+ v —90° =90° igy DE egyenes merdleges PK-ra.
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4. 4bra.



