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9. évfolyam

1. Egy osztalyban karacsony el6tt minden fit adott minden lanynak egy-egy csokit, a lanyok
mindegyike pedig adott az Osszes fiinak egy-egy cukorkat. Az ajandékozas utan minden
fit megevett a kapott cukorkik koziil kettét, a lanyok mindegyike pedig harom csokit.
Igy elfogyott az édességek negyedrésze. Hatéarozza meg, hogy legfeljebb hany tanuldja

lehetett az osztalynak. ]
(Fedorszki Addm, Beregszdsz)

2. A teniszben az tn. roviditett jatékot (tiebreak-et) az a jatékos nyeri meg, aki legalabb
7 pontot elér, és pontszama legalabb kett&vel tobb, mint a masik jatékosé. Dia és Viki
mérkézésén a dontd jatszmaban roviditésre keriilt sor. Kezdetben még Dia vezetett 4:2-re,
de 5:6-nal mar Vikinél volt az elény. Végiil a roviditést 12:10-re Dia nyerte meg, és ezzel §
lett a mérkézés gyGztese. A teljes roviditést tekintve hanyféle sorrend szerint szerezhették
meg a lanyok pontjaikat? (Két sorrendet akkor tekintiink kiilonbozének, ha valamelyik

labdamenetet nem ugyanaz a jatékos nyeri meg.)
(Kornai Jilia, Budapest)

3. Az ABC hegyesszogii haromszogben AC # BC. Legyen T a haromszog C csticsahoz
tartozd magassaganak talppontja, O pedig a korilirt kor kozéppontja. Igazolja, hogy az
ATOC és a BTOC négyszogek teriilete egyenld.

(Fonyoné Németh Ildiko, Keszthely)

4. Oldja meg az alabbi egyenletrendszert a valos szamok halmazan:
lz| + |y| + 2 = 2021
|z| +y + |2| = 2023

z+ |y| + |z| = 2025
(Bencze Mihdly, Brassd)

5. Keresse meg azokat a pozitiv egész, Osszetett szamokat, amelyeknek valodi osztoihoz (azaz
1-t6] és dnmaguktol kiillonbozs osztoihoz) 1-et hozzaadva megkapjuk egy masik pozitiv

egész szam Osszes valodi osztojat.
(Kekendk Tamds, Kassa)

6. Az ABCDE o6tszogben a B és az E csticsnél 16v6 szog 90°, AB = EAés BC = CD = DE.
A BD és a CFE atlok az F' pontban metszik egymést. Bizonyitsa be, hogy AF = AB.

(Fonyo Lajos, Keszthely)



Megoldasok

1. Legyen az osztalyba jar6 fitk szama z, a lanyoké pedig y (z,y € Z*). Ekkor

e a fitk altal a lanyoknak adott csokik szama: xy,
e a lanyok altal a fitknak adott cukorkak szama: zy,

e az ajandékba adott Osszes édesség szama: 2xy.
Masrészt

e a lanyok altal megevett csokik szama: 3y,
e a fitk altal megevett cukorkak szama: 2z,

e az Osszes elfogyasztott édesség szama: 2x + 3y.

A feladat feltétele szerint: )
20 4+ 3y = Z-ny.
Az egyenletet rendezve és atalakitva:

0 =2y — 4z — 6y,
24 =(x—06)(y—4).
Mivel az x + y kifejezés maximumat keressiik, ezért feltételezhetjiik, hogy x — 6 és y — 4

pozitiv egész szdmok. A 24 szorzattd bontasi lehetdségeit tablazatba foglalva az alabbi
megoldasok adodnak:

’ z—06 ‘ y—4 ‘ T ‘ Y ‘ T +y ‘
1 24 7 28 35
2 12 8 16 24
3 8 9 12 21
4 6 10 10 20
6 4 12 8 20
8 3 14 7 21
12 2 18 6 24
24 1 30 5) 35

A téblazat alapjan x + y maximaélis értéke 35. Tehat az osztalynak legfeljebb 35 tanuldja
lehet.

2. A roviditett jaték lefolyésa az alabbiak szerint alakulhatott:
e Az els 6 labdamenetbdl Viki kett6t nyert meg. Gydéztes labdameneteinek sorszamét
% = 15-féleképpen valaszthatjuk ki.

e A kovetkezs 5 labdamenetbdl Dia csak 1 pontot szerzett. Megnyert pontjat az 5
labdamenetbdl 5-féleképpen véalaszthatjuk ki.

e A 12. pontot csak Dia nyerhette meg, mivel ellenkezd esetben Viki nyerte volna meg
a roviditést 5:7-re.



e A 6:6-os allas utan két-két pontonként felvaltva szerezhették csak meg a lanyok a
pontokat, hiszen semelyikiik nem tehetett szert legalabb kétpontos elényre. Igy az
eredmény 6:6, 7:7, 8:8, 9:9, 10:10 lehetett csak a folytatasban. Ezen id&szak alatt a
lanyok a pontokat 2* = 16-féle sorrend szerint nyerhették meg.

e Végiil az utolso két pontot Didnak kellett megszereznie, és ezzel fejez6dott be a jaték.
Mivel a roviditett jaték egyes szakaszai egymastol fliggetleniil alakulhattak a korabbi-

akban megadott szabalyok szerint, ezért a végeredmény 15 -5 - 16 = 1200-féleképpen
alakulhatott ki.

. Legyen az AB oldal felezépontja F', OTNCF = D. Mivel CT 1 AB és OF 1. AB, ezért
CT || OF és a CTFO négyszog trapéz.
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1. 4bra.

Toro = Terr, mivel a két haromszog CT oldala kozos, és az O illetve F' pontok egyenld
tavolsagra vannak a C'T" egyenest6l. Ezt felhasznalva:

1

Taroc = Tarpc + Tepo = Tarpc + Trrp = Tarc = 3 Tapc-

(Az utolso egyenlgség felirasaval felhasznaltuk, hogy a haromszog stulyvonala felezi a ha-
romszog teriiletét.)

A kapott egyenlGség alapjan:

1 1

Tsroc = Tapc — Taroc = Tapc — 3 Tapc = 3 Tapc-

Ezzel belattuk, hogy Taroc = Tsroc.



4. Az egyenletrendszer:

|I| + |y| +z = 2021 (1)
lz| +y + |z| = 2023 (2)
z+ |y| + |2| = 2025 (3)

A (2) és az (1) egyenletek kiilonbségét képezve:

2| —z2=2+y|—y>2>0.

Ezt figyelembe véve |z| > z, ami alapjan z < 0 és |z| = —z.

A (3) és a (2) egyenletek kiilonbségét képezve:

r—lel+lyl -y =2,
ly —y=2+|z|—2>2>0.

Ezt figyelembe véve |y| > y, ami alapjan y < 0 és |y| = —v.

Az y és a z elGjelének megallapitasa utén egyenletrendszeriink az aldbbi alakban frhato
fel:

2| — y + 2z = 2021 (4)
|z| +y — 2 = 2023 (5)
x—y—z=2025 (6)

A (4) és (5) egyenleteket Osszeadva és a kapott egyenlGséget 2-vel osztva |z| = 2022
adodik. A kapott eredményt figyelembe véve az (5) egyenlet alapjan y — z = 1.

e r =2022esetén az y— 2z =1 és a —y — z = 3 feltételeket kapjuk, amelyek az y = —1
és a z = —2 értékek mellett teljesiilnek.

o r = —2022 esetén pedig az y—z = 1 és a —y — z = 4047 egyenletekbdl az y = —2023
és a z = —2024 értékeket kapjuk.

A kapott szamhéarmasokat ellendrizve azok teljesitik a feladat feltételeit. Igy az egyenlet-
rendszer megoldasai: M = {(z;y;2) | (2022; —1; —2); (—2022; —2023; —2024) }.

9. Jelolje a keresett pozitiv egész, Osszetett szamot m, a valodi osztoinak halmazat N =
{di;dg;...;d} (dy < do < --- < dy); jeldlje a masik pozitiv egész szamot m, a valodi
osztoinak halmazat pedig M = {dy + 1;dy + 1;...;dp + 1}.

Mivel dy # 1 ezért di + 1 # 2, igy m nem oszthatd 2-vel, tehat m paratlan szam. Egy
paratlan szam Osszes osztoja paratlan szam, ezért az M halmaz elemei paratlan szamok,
az N halmazé pedig parosak.

A dy,do, ..., dy, koz5tt nem lehet p-2¢, (¢ € Z*F, p 2-t6] kiilonboz6 primszam) alakt szam
sem, mivel ellenkezd esetben p is valodi osztdja lenne n-nek, és ekkor p+1 egy paros osztoja
lenne m-nek. Ez viszont ellentmondana az m paritasarol tett korabbi megallapitasunknak.
Eddigi eredményeinket 6sszefoglalva tehat n = 2¢ (¢ € Z*).

Az 0 lehetséges értékeit vizsgalva:



(a) £ =1 esetén n = 2, ami nem Osszetett szam, és igy nem felel meg a feladat feltéte-
leinek.

(b) £ =2esettnn =4, N ={2}, M ={3} ésm =29.
(c) £ =3eseténn =8, N = {2;4}, M = {3;5} és m = 15.

(d) ¢ > 4 esetén méar nem kapunk tjabb megoldasokat, hiszen ekkor {2;4;8} C N,
{3;5;9} C M; azonban 3|m, 5|m alapjan 15|m (15 € M) és 14 € N feltételeknek is
teljestilnie kellene. Viszont a kordbbiakban mar megallapitottuk, hogy az N halmaz
elemei kozott nem szerepelhet p - 2¢ alakt szam.

Tehat a feladat feltételeinek megfelel§ szamok a 4 és a 8.

6. Készitsiink abréat:

2. 4bra.

A megadott feltételek alapjan AB = FA, BC' = DE és ABC< = DEA< = 90°, tehat
ABCA = AEDA (két-két oldal és a kozbezart szog egyenld). Az egybevagosag alap-
jan BCA< = EDA<«, AC = AD és az AC'D haromszogben ACD< = ADC<. Ezt

felhasznalva:
BCD<= BCA<«+ ACD< = EDA<« + ADC« = EDC«.

Emellett a BC = CD = DFE egyenl6séget is figyelembe véve BCDA = CDEA (két-
két oldal és a kozbezart szog egyenls). Az egybevagosag alapjan BD = EC, CBD< =
CDB<« = DCE<« = DEC<, a CDF haromszog egyenls szara és FIC = FD. Ezt

felhasznalva:
BF =BD—-FD=FEC—-FC =FEF,

és ABFA = AEF A (oldalaik paronként egyenlk). Emiatt

1 1 1
BFA< = 5 BFE< = 5 DFC< = (180° — 2FCD<) =
—90° — FCD< = 90° — DBC<t = ABF<.

Igy az ABF haromszog egyenls szart és AB = AF. Ezzel az allitast belattuk.



